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CHAPITRE 1

Equations d’ordre 2

1. Introduction

Le but de chapitre est de trouver la contre-partie géométrique de la
notion de système d’équations différentielles ordinaires et autonomes
d’ordre 2. Un tel système prend la forme

(1)


ẍ1 = f 1(x, ẋ)

...
ẍm = fm(x, ẋ)

où les fi sont des fonctions de x = (x1, . . . , xm) et y = (y1, . . . , ym). En
adjoignant les équations ẋi = yi aux précédentes, on le transforme en
un système d’ordre 1 mais ayant deux fois plus d’inconnues.

La contre-partie géométrique d’une solution x = x(t), t ∈ I, d’un tel
système est la notion de courbe (I, γ) sur une variétéM , dont x est l’ex-
pression locale dans une carte. Les fonctions (x, y = ẋ) donnent alors
l’expression locale du vecteur tangent γ̇ = dγ/dt à cette courbe. Les
systèmes d’équations différentielles autonomes d’ordre 1 correspondent
géométriquement aux champs de vecteurs. Le système transformé nous
conduit donc à interpréter (1) comme un certain champ de vecteurs
sur le fibré tangent TM de M .

On peut aborder le problème plus directement, à condition d’intro-
duire l’équivalent géométrique de la dérivée seconde d’une courbe. Ceci
se fait au moyen du fibré T 2M des vecteurs tangents d’ordre 2 de M . Le
système (1) correspond alors à une certaine fonction F : TM → T 2M
dont les f i décrivent l’expression locale.

Dans le reste du texte, sauf mention explicite du contraire, M dé-
signe une variété de classe C∞, connexe, séparée et à base dénombrable.
On posera dimM = m.

2. Le fibré des vecteurs tangents d’ordre r

Un vecteur tangent d’ordre r ∈ IN à M en a ∈M est une application
linéaire h : C∞(M, IR) → IR dont l’expression locale dans une carte
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6 1. EQUATIONS D’ORDRE 2

(U,ϕ) de M au voisinage de a est de la forme

(2) h(f) =
∑

1≤k≤r

∑
1≤i1≤...≤ik≤m

ui1···ik∂i1···ik(f ◦ ϕ−1)(ϕ(a))

On vérifie que h(f) se calcule de la même façon dans toutes les cartes
de M au voisinage de a. En conséquence, l’ensemble T r

aM des vecteurs
tangents d’ordre r à M en a est un sous-espace de l’espace vectoriel
des applications linéaires de C∞(M, IR) dans IR. De plus, le polynôme
σh

r : T ∗aM → IR défini par

σh
r (ξ) =

∑
1≤i1≤...≤ir≤m

ui1···irξi1 · · · ξir

est également indépendant de la carte. On l’appelle le symbole (d’ordre
r) de h.

On désigne par T rM l’ensemble de tous les vecteurs tangents d’ordre
r à M et on définit πr

M : T rM → M en posant πr
M(h) = a pour tout

h ∈ T r
aM .

Il est facile de voir que les coefficients ui1···ik complétés des coordon-
nées de a définissent une carte de T rM dont le domaine est l’ensemble
des vecteurs tangents d’ordre r aux points de U .

Ces cartes forment un atlas de T rM qui est donc une variété diffé-
rentielle. Comme M , elle est séparée, connexe et à base dénombrable.
En fait, puisque les ui1···ik dépendent linéairement de h, (T rM,πr

M ,M)
est un fibré vectoriel localement trivial.

Pour r = 1, on retrouve le fibré tangent à M . On laisse alors tomber
l’indice r et on le désigne par (TM, πM ,M). Observons que les fibrés
(T rM,πr

M ,M) sont emboîtés :

TM ⊂ T 2M ⊂ T 3M ⊂ · · ·

3. Les équations différentielles d’ordre 2

Par définition, le vecteur tangent d’ordre 2 d’une courbe (I, γ) de
M en t0 ∈ I(1) est le vecteur

γ̈(t0) : f 7→ d2

dt2
(f ◦ γ)|t=t0

A l’occasion, on le note aussi

d2γ

dt2
(t0)

1Encore appelé dérivée seconde ou accélération de γ.
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Dans une carte (U,ϕ) de M , on a (2)

(3) γ̈(f) =
∑
i,j

γ̇iγ̇j∂ijf +
∑

i

γ̈i∂if

En particulier

(4) σγ̈
2 (ξ) = 〈γ̇, ξ〉2

On attend d’une équation différentielle d’ordre 2 sur M , dont l’ex-
pression locale serait donnée par le système (1), qu’elle prenne la forme

(5) γ̈ = F (γ̇)

Dans cette expression, F est donc une application de TM dans T 2M .
Outre une certaine régularité, il faut d’une part que F vérifie

π2
M(F (h)) = πM(h)

D’autre part, en tenant compte de (4), il faut également que

∀ ξ ∈ T ∗M : σ
F (h)
2 (ξ) = 〈h, ξ〉2

Ceci nous amène à définir une équation différentielle d’ordre 2 sur M
comme étant une application F de classe C∞ de TM dans T 2M vérifant
les deux dernières conditions pour tout h ∈ TM (3).

Dans une carte quelconque, l’expression locale d’une équation F est
donc de la forme

F (x, h) =
∑
ij

hihj∂ij +
∑

i

f i(x, h)∂i

où les hi sont les composantes de h dans la base formée des ∂i. Une
courbe (I, γ) de M est alors une solution de l’équation F , c’est-à-dire
vérifie (5), si et seulement si, localement, les coordonnées locales xi =
γi(t) de γ sont solutions du système (1).

Avec nos hypothèses, une telle équation admet toujours des solu-
tions dont on impose le vecteur tangent en un point, unique localement.
Cela résulte de théorèmes classiques d’analyse appliqués au système
(1). Mais nous obtiendrons facilement les propriétés locales et surtout
globales des solutions de F en nous ramenant à une équation d’ordre 1

2Pour alléger les notations, et pour autant que cela ne prête pas à confusion,
nous désignerons de la même façon un objet et son expression locale. De même,
nous omettrons de préciser explicitement en quels arguments sont évaluées les ap-
plications et leurs dérivées. Ces conventions sont utilisées dans la formule (3).

3La classe de différentiabilité de F pourrait être quelconque, ce qui donnerait
éventuellement des résultats d’existence et d’unicité différents de ceux que nous
utiliserons plus tard. C’est à cause de la relation avec les connexions linéaires que
l’on fait ici cette hypothèse.
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comme indiqué dans l’introduction, et en lui appliquant les propriétés
classiques des flots de champs de vecteurs.

4. Les champs rabatteurs

Le mécanisme permettant de passer d’un système d’équations d’ordre
2 tel que (1) à un système d’ordre 1 conduit à introduire des champs
de vecteurs particuliers sur le fibré tangent TM . En effet, les équations
yi = ẋi montrent que (x, y) est l’expression locale d’une courbe inté-
grale (I, α) d’un tel X ∈ Vect(TM) et que cette courbe est en même
temps la courbe des vecteurs tangents à sa projection γ = πM ◦ α. On
a donc

α̇ = Xα

et
γ̇ = α.

En particulier,

πM∗Xα =
d

dt
πM(α) = γ̇ = α = πTMXα

Ceci justifie la définition suivante. Un champs de vecteursX ∈ Vect(TM)
est rabatteur si

∀ h ∈ TM, πM∗Xh = πTMXh

Les arguments précédents sont facilement complétés pour établir la
propriété suivante.

Proposition 4.1. Un champ de vecteurs X sur TM est rabatteur
si et seulement si chacune de ses courbes intégrales (I, α) vérifie

d

dt
(πM ◦ α) = α.

Il est commode de disposer de notations simples pour les expressions
locales des notions définies sur TTM . C’est pourquoi nous adoptons ce
qui suit.

Convention 4.2. Nous noterons en général x = (x1, ..., xm) les
coordonnées locales associées à une carte de M et

(x, h) = (x1, ..., xm, h1, ..., hm)

celles associées à la carte correspondante de TM . En itérant, nous ob-
tenons une carte de TTM , dont les coordonnées sont notées (x, h, k, l).
De plus, ∂i désignera le vecteur tangent associé à la dérivée par rapport
à xi et ∂i, celle associée à la dérivée par rapport à hi.(4)

4Ces conventions seront étendues de façon évidente aux fibrés vectoriels
(E, p,M). Dans ce cas, h sera remplacé par u qui désignera les composantes d’un
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Avec cette convention, un vecteur tangent à TM s’exprimera loca-
lement soit sous la forme (x, h, k, l) soit encore sous la forme∑

i

ki∂i +
∑

i

li∂i

Pour un champ de vecteurs, nous remplacerons souvent ki et li par des
fonctions P i et Qi de (x, h).

L’expression locale de πM est alors

(x, h) 7→ x

En conséquence, celle de πM∗ est

(x, h, k, l) 7→ (x, k)

Un champ de vecteurs X sur TM est donc rabatteur si et seulement si
ses expressions locales sont de la forme (x, h, h,Q)

Une courbe (I, α) de TM est une courbe intégrale d’un tel champ
si et seulement si ses expressions locales t 7→ (x(t), h(t)) vérifient

(ẋ, ḣ) = (h,Q(x, h))

autrement dit si et seulement si les fonctions xi sont solutions du sys-
tème d’équations de la forme (1) où f i = Qi.

Nous pourrions donc définir une équation différentielle d’ordre 2
comme étant un champ de vecteurs rabatteur X. Une solution de cette
équation serait alors une courbe (I, γ) de M telle que

(γ̇)̇ = Xγ̇

Il nous reste à expliquer que cette définition est équivalente à celle
adoptée plus haut et, en particulier, comment relier γ̈ et (γ̇)̇ (5).

5. La seconde fibration du fibré tangent à un fibré vectoriel

Tout fibré vectoriel (E, p,M) donne lieu au diagramme commutatif

(6)

E
πE←−−− TE

p

y yp∗

M ←−−−
πM

TM

point de la fibre, k par h désignant celles d’un vecteur tangent à M et l par v,
représentant celles d’un vecteur tangent à la fibre.

5En dépit des notations, γ̈ et (γ̇)̇ ne sont pas égaux. L’accélération est un
vecteur tangent d’ordre 2 de M alors que l’autre est un vecteur tangent à TM .
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Avant d’aller plus loin, précisons comment construire des cartes de
TE. On choisit d’abord une trivialisation

ψ : ξ ∈ E|U 7→ (p(ξ), u(ξ)) ∈ U × IRk

de E au-dessus d’un domaine de carte (U,ϕ) de M . On en déduit une
carte de E

ξ ∈ E|U → (x, u) = (ϕ(p(ξ)), u(ξ)) ∈ ϕ(U)× IRk

L’avantage d’une telle carte est que ses restrictions aux fibres de E
au-dessus de U sont des bijections linéaires entre chacune et IRk.

De façon habituelle, cette carte donne une carte de TE et, avec les
conventions adoptées plus haut, le diagramme (6) se lit comme ceci en
termes de coordonnées locales correspondantes

(7)

(x, u)
πE←−−− (x, u, h, v)

p

y yp∗

x ←−−−
πM

(x, h)

On voit en particulier que

(8) (x, u, h, v) 7→ (u, v)

établit une bijection entre la fibre p−1
∗ (h) et IRk × IRk.

Lemme 5.1. La structure d’espace vectoriel de p−1
∗ (h) qui rend cette

bijection linéaire ne dépend pas de la carte choisie.

Démonstration. En effet, l’effet d’un changement de coordon-
nées locales x 7→ χ(x) de M et de trivialisation (x, u) 7→ (x,A(x)u) de
E résulte en le changement de coordonnées

(9) (x, u, h, v) 7→
(
χ(x), A(x)u, (∂χ)h, ∂(A(x)u)h+ A(x)v

)
pour TE. Le lemme est alors immédiat car les composantes de rang 2
et 4 de cette expression sont linéaires en (u, v).

Vu le lemme, chaque fibre de p∗ est munie d’une structure d’espace
vectoriel. Il est alors facile de faire de (TE, p∗, TM) un fibré vectoriel,
en utilisant les applications (8) pour en construire des trivialisations
locales. Nous appellerons cette structure la seconde fibration de TE.
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Proposition 5.2. Soient un fibré vectoriel (F, q,M) et une appli-
cation différentiable f : TE → F rendant le diagramme

TE
f−−−→ F

p∗

y yq

TM −−−→
πM

M

commutatif. L’application f est un morphisme de fibrés vectoriels pour
la seconde fibration de TE si et seulement si (6)

(10) ∀s ∈ IR, f ◦ θTE
s = θF

s ◦ f

Démonstration. Il suffit de vérifier que la condition (10) équi-
vaut au fait que les restrictions de f aux fibres de (TE, p∗, TM) sont
linéaires. Or, en cordonnées locales, si f : (x, u, h, v) 7→ (x, f(x, u, h, v))
alors cette condition s’écrit f(x, su, h, sv) = sf(x, u, h, v). D’où la
conclusion.

6. L’application ν

On va introduire une application ν : TTM → T 2M avec laquelle
il sera facile de faire le pont entre les deux définitions de la notion
d’équation différentielle ordinaire d’ordre 2. Si H ∈ ThTM , alors on
définit Hν ∈ T 2

πM (h)M en posant

Hν(f) = H.(df)

pour tout f ∈ C∞(M, IR). Dans cette formule, on regarde la différen-
tielle de f comme une fonction sur TM , à savoir

df : h 7→ h.f

Proposition 6.1. a) L’application ν est un morphisme de fibrés
vectoriels de (TTM, πM∗, TM) dans (T 2M,π2

M ,M) au-dessus de πM .
b) Si H ∈ ThTM , alors

σHν

2 (ξ) = 〈πM∗H, ξ〉〈πTMH, ξ〉

Démonstration. Cela résulte immédiatement de l’expression lo-
cale de Hν . Si l’expression de H est (x, h, k, l) alors celle de Hν(f) est
en effet

(11) Hν(f) =
∑
ij

hikj∂ijf +
∑

i

li∂if

6Pour tout fibré vectoriel (E, p,M), on note θE
s la multiplication u 7→ su par s.
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Proposition 6.2. Un élément H ∈ TTM est nul si et seulement
si πM∗H = 0 et Hν = 0.

Démonstration. En effet, en coordonnées locales, πM∗H = 0 se
traduit par k = 0. Lorsque k = 0, la formule (11) montre alors que si,
en plus, Hν = 0, alors l = 0.

La propriété suivante s’avère utile.

Proposition 6.3. Soit H ∈ ThTM . Si πM∗H = 0 ou si πTMH =
0, alors Hν ∈ TM . Dans le premier cas, H est le vecteur tangent en
t = 0 à la courbe t 7→ h + t Hν de TM .

Démonstration. Immédiat en coordonnées locales, vu (11).

7. Equation d’ordre 2 versus champ rabatteur

L’application ν permet d’abord de comparer les deux sorte de "dé-
rivées secondes" d’une courbe que nous avons rencontrées.

Proposition 7.1. Soit une courbe (I, γ) de M . On a

πM∗(γ̇)̇ = γ̇ et ((γ̇)̇)ν = γ̈

Démonstration. En effet, d’une part,

πM∗(γ̇)̇ =
d

dt
(πM γ̇) = γ̇.

D’autre part, pour toute fonction de classe C∞ sur M ,

((γ̇)̇)ν(f) = (γ̇)̇.df =
d

dt
(df(γ̇)) =

d

dt
(
d

dt
(f ◦ γ)) = γ̈(f)

Voici enfin la relation liant les deux définitions possibles des équa-
tions différentielles d’ordre 2 sur une variété.

Théorème 7.2. L’application qui à X ∈ Vect(TM) associe la fonc-
tion

FX : h ∈ TM 7→ Xν
h ∈ T 2M

établit une correspondance biunivoque entre les champs de vecteurs ra-
batteurs et les équations différentielles d’ordre 2. De plus, si X est
rabatteur, alors une courbe (I, γ) de M est solution de l’équation FX si
et seulement si (I, γ̇) est une courbe intégrale de X.

Démonstration. i) Si X est rabatteur, la fonction FX est bien
une équation différentielle d’ordre 2. En effet, vu la Propositon 6.1,

π2
MFx(h) = π2

MX
ν
h = πMπM∗Xh = πMh

et
σFX

2 (h)(ξ) = 〈πM∗Xh, ξ〉〈πTMXh, ξ〉 = 〈h, ξ〉2
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car X est rabatteur.
ii) L’application X 7→ FX est injective dans l’ensemble des champs de
vecteurs rabatteurs. Plus précisément, si X et Y sont rabatteurs et si
FX(h) = FY (h), alors on a

πM∗(Xh − Yh) = 0 et (Xh − Yh)ν = 0

On en conclut que Xh = Yh par la Proposition 6.2.
iii) Pour toute équation différentielle F , il existe un champ de vecteurs
rabatteur X tel que F = FX . Il est évident que si U est un domaine de
carte de M , on peut construire un champ rabatteur XU sur TM|U tel
que F = FXU

dans cet ouvert de TM . Vu ce qu’on a démontré en ii), si
U ∩ V 6= ∅, alors les champs XU et XV coïncident dans TM|U ∩ TM|V .
Les XU se prolongent donc mutuellement et définissent un champ X
répondant à la question.
iv) Pour terminer la démonstration, il suffit d’appliquer la Proposi-
tion 7.1

Dans la suite, nous dirons que le champ rabatteur X et l’équation
d’ordre 2 FX sont associés l’un à l’autre.





CHAPITRE 2

Equations isochrones

1. Introduction

Sans entrer dans les détails, le caractère isochrone d’une équation
du second ordre se traduit par le fait que la solution t 7→ γ(t,h) qui
est tangente à h ∈ TM en t = 0 ne dépend de t et de h que par l’in-
termédiaire de leur produit th. Ceci confère aux solutions de ces équa-
tions des propriétés particulières qui leur font jouer un rôle important
dans nombre de situations. On les retrouve par exemple comme géodé-
siques des variétés riemanniennes, comme exponentielles des groupes de
Lie, avec comme cas particuliers familiers, l’application exponentielle
z ∈ IC 7→ ez ∈ IC ou encore la description paramétrique t 7→ a + tb des
droites.

En fait, la donnée d’une équation du second ordre isochrone équi-
vaut pratiquement à la donnée d’une connexion linéaire. Les relations
entre ces deux notions seront analysées en détails ultérieurement. Le
présent chapitre est consacré à l’étude des propriétés des solutions des
équations isochrones.

2. Les champs de vecteurs isochrones

Par définition, un champ de vecteur X ∈ Vect(TM) est isochrone
si

∀s ∈ IR, X ◦ θTM
s = θTTM

s ◦ θTM
s∗ ◦X

Evaluée en h ∈ TM , cette égalité se lit encore

(12) Xsh = sθTM
s∗ Xh

On peut caractériser cette propriété à l’aide du flot (t,h) 7→ Φt(h)
de X. Nous désignerons par Ih l’intervalle de définition de la courbe
t 7→ Φt(h).

15
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Proposition 2.1. Un champ de vecteurs X est isochrone si et
seulement si, pour tout h ∈ TM et tout s ∈ IR(1),

Ish =
1

s
Ih

et
∀t ∈ Ish, Φt(sh) = sΦst(h)

Démonstration. Supposons d’abord que X soit isochrone. La
courbe t 7→ sΦst(h) est définie dans 1

s
Ih dans lequel nous avons

d

dt

(
sΦst(h)

)
= θTM

s∗ (s
d

du
Φu(h))|u=st = sθTM

s∗ XΦst(h) = XsΦst(h)

Cela montre que

(13)
1

s
Ih ⊂ Ish

et que

∀t ∈ 1

s
Ih, Φt(sh) = sΦst(h)

En remplaçant s par 1/s et h par sh, on obtient l’inclusion réciproque
de (13) qui devient donc une égalité comme annoncé.

La réciproque est immédiate.

Le fait que X soit isochrone se traduit dans toute carte de TM
déduite d’une carte de M par le fait que son expression locale est de la
forme

X =
∑

i

(P i(x, h)∂i +Qi(x, h)∂i)

où les fonctions P i sont homogènes de degré 1 en h et les fonctions
Qi sont homogènes de degré 2 en h. En effet, l’expression locale de la
différentielle de θTM

s est

(x, h, k, l) 7→ (x, sh, k, sl)

si bien que l’égalité (12) se lit

(x, sh, P (x, sh), Q(x, sh)) = (x, sh, sP (x, h), s2Q(x, h))

Ceci équivaut à P (x, sh) ≡ sP (x, h) et Q(x, sh) ≡ s2Q(x, h) c’est-à-
dire au fait que les fonctions P et Q sont des polynômes en h, de degré
respectif 1 et 2.

En particulier, un champ isochrone peut être rabatteur. En effet,
pour un champ rabatteur, P (x, h) ≡ h est du premier degré en h.

1En principe, ce qui suit suppose que s 6= 0. Mais, à condition de poser 1
0Ih = IR,

c’est vrai aussi lorsque s = 0. Nous supposons implicitement s 6= 0 dans la preuve,
laissant le soin au lecteur de traiter le cas particulier s = 0 à part.
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Proposition 2.2. Le champ de vecteurs rabatteur associé à une
équation différentielle F d’ordre 2 est isochrone si et seulement si

∀s ∈ IR, θT 2M
s2 ◦ F = F ◦ θTM

s

Démonstration. Notons X le champ associé à F . Comme il est
rabatteur, on a

πM∗Xsh = sh = πM∗sθ
TM
s∗ Xh

D’autre part,
Xν

sh = F (sh)

et
(sθTM

s∗ Xh)ν = s2F (h).

Il suffit alors d’appliquer la Proposition 6.2 pour conclure.

3. L’application exponentielle d’un champ rabatteur
isochrone

Le flot (t,h) 7→ Φt(h) d’un champ isochrone et rabatteur X est
défini dans un ouvert Ω de IR× TM . Comme X0 = 0,

Ω1 =
{
h ∈ TM |(1,h) ∈ Ω

}
contient la section nulle(2). La Proposition 2.1 montre de plus que
chaque intersection

Ω1 ∩ TxM

est un ouvert radial centré sur 0x. En effet, si h ∈ Ω1∩TxM et t ∈ ]0, 1],
alors t ∈ Ih et donc 1 ∈ 1

t
Ih = Ith.

Par définition, l’application exponentielle du champ rabatteur iso-
chrone X est la fonction

exp : h ∈ Ω1 7→ exp(h) = πM(Φ1(h)) ∈M

Proposition 3.1. L’application

t ∈ Ih 7→ exp(th) ∈M
est la solution maximale de l’équation différentielle d’ordre 2 associée
à X qui soit tangente à h en t = 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la Propo-
sition 2.1.

Les ensembles {
exp(th)|t ∈ [a, b]

}
où [a, b] ⊂ Ih, s’appellent arcs de trajectoire de X.

2C’est l’ensemble des vecteurs tangents nuls deM . On l’identifie àM en confon-
dant chaque point avec le vecteur tangent nul en ce point.
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Pour rappel, si s ∈ Ih alors t ∈ IΦs(h) si et seulement si t + s ∈ Ih
et, si cette condition est vérifiée,

Φt(Φs(h)) = Φt+s(h)

En appliquant cela, il vient aussitôt

Proposition 3.2. Si s ∈ Ih et si

k =
d

dt
exp(th)|t=s

alors Ik = Ih − s et

∀t ∈ Ik, exp(tk) = exp((t+ s)h)

4. Un exemple : l’exponentielle des groupes de Lie

Le flot (t, g) 7→ ϕt(g) d’un champ invariant à gauche d’un groupe
de Lie G est tel que

∀g, g′ ∈ G, gϕt(g
′) = ϕt(gg

′)

et il est défini pour tout t ∈ IR. En particulier, ϕt(g) = gϕt(e) où e
est le neutre de G. Notons u l’élément de l’algèbre de Lie g de G qui
engendre le champ invariant. Par définition, l’application exponentielle
expG : g→ G de G est donnée par

expG(u) = ϕ1(e)

On a alors
ϕt(g) = g expG(tu)

Cette propriété n’est pas sans rappeler celle du flot des champs iso-
chrones. Ce n’est pas par hasard, ainsi qu’on va le découvrir ci-dessous.

4.1. Les fibrés TG et TTG. En utilisant les champs invariants à
gauche, on obtient une trivialisation globale

ψG : h ∈ TgG 7→ (g, g−1h) ∈ G× g

de TG(3). Cela permet de définir une structure de groupe de Lie sur
TG, par transport de structure du produit semi-direct

((g, u), (g′, u′)) 7→ (gg′, u+ adg(u
′))

défini sur G× g(4). Il est facile de vérifier que si (h, w) ∈ T(g,u)(G× g)
alors

(14) ψG×g((h, w)) = (g, u, g−1h, adg−1w)

3De façon générale, nous noterons respectivement gh et hg les valeurs en h des
applications linéaires tangentes à la multiplication à gauche et à droite par g.

4Pour rappel, adg(u) = gug−1.
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Nous obtenons ainsi une sorte de trivialisation

τ = ψG×g ◦ ψG∗ : TTG→ G× g× g× g

Plus précisément,

Proposition 4.1. a) ψG ◦ πTG ◦ τ−1 : (g, u, v, w) 7→ (g, u)
b) ψG ◦ πG∗ ◦ τ−1 : (g, u, v, w) 7→ (g, v)
En particulier, H ∈ Vect(TG) est rabatteur si et seulement si τ(H)(5)
est de la forme

(g, u) 7→ (g, u, u, F (g, u))

où F ∈ C∞(G× g, IR).

Démonstration. Pour a), il suffit de noter que

πG×g ◦ ψG∗ = ψG ◦ πTG

puis d’appliquer la formule (14). Pour b), on constate d’abord que, p1

désignant la projection sur le premier facteur,

πG∗ = p1∗ ◦ ψG∗ = p1∗ ◦ ψ−1
G×g ◦ τ

Ensuite, en utilisant (14), on obtient

ψ−1
G×g(g, u, v, w) = (gv, adg(w)) ∈ T(g,u)(G× g)

En combinant ces deux observations, il vient

ψG ◦ πG∗ ◦ τ−1(g, u, v, w) = ψG(gv) = (g, v).

Le cas particulier est immédiat, vu a) et b).

Dans le même ordre d’idée que la proposition précédente, on a

Proposition 4.2. a)

τ ◦ θTG
s∗ ◦ τ−1(g, u, v, w) = (g, su, v, sw)

b)
τ ◦ θTTG

s ◦ τ−1(g, u, v, w) = (g, u, sv, sw)

En conséquence, si

τ(H)(g, u) = (g, u, V (g, u),W (g, u))

alors H ∈ Vect(TG) est isochrone si et seulement si V est linéaire en
u et W est quadratique en u.

5Il s’agit de l’application τ ◦H ◦ ψ−1
G .
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Démonstration. Observons que

(15) ψG ◦ θTG
s = θG×g

s ◦ ψG

et donc que
ψG∗ ◦ θTG

s∗ = θG×g
s∗ ◦ ψG∗

Or pour (h, w) ∈ T(g,u)(G× g),

θG×g
s∗ (h, w) = (h, sw) ∈ T(g,su)(G× g).

La formule a) résulte alors de (14).
Pour b), il suffit de noter que

ψG∗ ◦ θTTG
s = θT (G×g)

s ◦ ψG∗

puis d’appliquer l’analogue de la formule (15) pour le groupe G× g.
La conséquence est immédiate.

4.2. L’exponentielle de G. Le groupe G possède un champ de
vecteurs rabatteur et isochrone canonique. C’est le champ

HG : h ∈ TgG 7→ τ−1(g, g−1h, g−1h, 0) ∈ ThTG

Proposition 4.3. L’application exponentielle du champ HG est
définie dans TG tout entier. C’est l’application

h ∈ TgG 7→ g expG(g−1h)

Démonstration. Soit une courbe (I, γ) de G. On a

τ((γ̇) )̇ = ψG×g((ψG(γ̇)) )̇ = ψG×g(γ̇, (γ
−1γ̇) )̇ = (γ, γ−1γ̇, γ−1γ̇, ad−1

γ ((γ−1γ̇) )̇)

Par conséquent, (I, γ) est une solution de l’équation différentielle asso-
ciée au champ HG si et seulement si

(γ−1γ̇) ˙= 0.

Autrement dit, u = γ−1γ̇ ∈ g est constant et (I, γ) est une courbe inté-
grale du champ invariant à gauche u∗, ce qui démontre la proposition.

4.3. Exemples. Il peut être déconcertant que la quatrième com-
posante de τ(HG) soit nulle. Nous comprendrons un peu mieux pour-
quoi on peut trouver de tels champs sur G quand nous étudierons
la courbure des connexions linéaires. En attendant, il est intéressant
de voir à quoi ressemble l’expression locale du champ HG pour G =
GL(m, IR). Les coordonnées sont les coordonnées canoniques de l’es-
pace IRm2 ≡ gl(m, IR) dont G est un ouvert. Dans cette carte, l’ex-
pression de ψG est

(x, h) ∈ GL(m, IR)× gl(m, IR) 7→ (x, x−1h) ∈ GL(m, IR)× gl(m, IR)
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Celle de son application linéaire tangente prend donc la forme

(x, h, k, l) 7→ (x, x−1h, k,−x−1kx−1h+ x−1l)

Pour ψG×g, on obtient (cf. (14))

(x, u, h, w) ∈ T(x,u)(G× g) 7→ (x, u, x−1h, x−1wx) ∈ G× g× g× g

Finalement, l’expression de τ est

(x, h, k, l) 7→ (x, x−1h, x−1k,−x−2kx−1hx+ x−2lx)

Le champ HG est donc le champ d’expression locale

(x, h) 7→ (x, h, h, hx−1h)

L’équation différentielle du second ordre associée se lit alors

ẍ = ẋx−1ẋ

Ce système admet l’intégrale première f(x, h) = x−1h. En effet, le long
d’une solution,

f(x, ẋ)̇ = −x−1ẋx−1ẋ+ x−1ẍ = x−1(−ẋx−1ẋ+ ẍ) = 0.

On retrouve ainsi directement l’équation différentielle définissant l’ex-
ponentielle de la matrice a

dx

dt
= xa, x(0) = 1

Un calcul analogue mais plus léger, permet de voir que le champ ra-
batteur et isochrone canonique du groupe commutatif IRm est (x, h) 7→
(x, h, h, 0). Les solutions de l’équation différentielle d’ordre deux asso-
ciée à ce champ sont les applications

t 7→ at+ b.

décrivant les droites de IRm.

5. Application exponentielle et topologie des variétés

5.1. Un lemme topologique. Cette sous-section est consacrée
à la démonstration d’un résultat toplogique qui nous sera bien utile
dans l’étude des propriétés globales de l’application exponentielle d’un
champ de vecteurs rabatteur et isochrone.

Lemme 5.1. Soient des espaces topologiques séparés et à base dé-
nombrable E et E ′ et un homéomorphisme local f : E → E ′ injectif
sur une partie A ⊂ E, alors il existe un voisinage ouvert ω de A dans
lequel f est injectif. En conséquence, si f(A) est un ouvert de E ′, alors
A est un ouvert de E.
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Première partie de la preuve. Vérifions que si f est injectif sur B ⊂
E et si x ∈ B, alors il existe un voisinage ouvert U de x tel que
f |(B ∪ U) soit injectif.

On procède par l’absurde. On considère pour cela une base dénom-
brable et décroissante(6) {ωn, n ∈ IN} des voisinages de x. Puisque f est
un homéomorphisme local, il existe p tel que f |ωp soit injectif. Comme
f |(B ∪ ωn) n’est pas injectif, il existe xn, yn ∈ B ∪ ωn tel que xn 6= yn

et f(xn) = f(yn). Dès que n ≥ p, on peut supposer que xn ∈ ωn et
yn /∈ ωp. Puisque xn tend vers x(7), f(yn) = f(xn) tend vers f(x). Mais
alors, f étant un homéomorphisme entre B et f(B), yn tend vers x, ce
qui implique que yn ∈ ωp pour tout n assez grand. D’où la contradic-
tion.

Existence de ω. Considérons une base dénombrable {Un, n ∈ IN}
des ouverts de E. Soit x ∈ A(8). Vu la première partie de la démons-
tration, il existe un indice n1 tel que x ∈ Un1 et f |(A∪Un1) soit injectif.
Nous choisissons cet indice le plus petit possible. Si A ⊂ Un1 , la preuve
est terminée. Sinon, on recommence avec A ∪ Un1 et on peut trouver
un plus petit indice n2 tel que f soit injectif dans A ∪ Un1 ∪ Un2 . On
a n1 < n2, sinon, comme f |(A ∪ Un2) est injectif, on contredit le choix
de n1.

En continuant de la sorte, on construit une suite n1 < n2 < · · ·
telle que les restrictions

f |(A ∪ Un1 ∪ · · · ∪ Unp)

soient injectives, les indices étant toujours choisis les plus petits pos-
sible. La construction s’achève au premier indice np pour lequel

(16) A ⊂ Un1 ∪ · · · ∪ Unp

Si un tel indice n’arrive pas, alors f est injectif sur

A ∪
∞⋃

k∈IN

Unk

Dans ce cas,

(17) A ⊂
∞⋃

k∈IN

Unk

6Cela signifie : ... ωn ⊃ ωn+1... Si elle ne l’était pas, on la rendrait décroissante
en remplaçant chaque ωn par ω1 ∩ · · · ∩ ωn.

7Une suite un tend vers u si un rentre dans tout voisinage ω de u : il existe n0

tel que n ≥ n0 entraîne un ∈ ω.
8On peut bien entendu supposer A 6= ∅.
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Sinon, en appliquant de nouveau la première partie de la preuve, on
trouverait un indice n tel que f soit injectif sur

A ∪
∞⋃

k∈IN

Unk
∪ Un

Ce n est compris entre deux nk consécutifs : ni−1 < n < ni. Mais alors,
comme f est injectif sur A∪Un1∪· · ·∪Uni−1

∪Un, ni n’est pas le plus petit
des indices k pour lesquels f est injectif sur A∪Un1 ∪ · · · ∪Uni−1

∪Uk.
Dans le cas (16), comme dans le cas (17), on voit que l’union ω des

Uni
convient.

Fin de la preuve. Si f est injectif dans un ouvert ω, f(ω) est un
ouvert de E ′ et f |ω est un homéomorphisme de ω sur cet ouvert. Si
A ⊂ ω et si f(A) est un ouvert de E ′, c’est aussi un ouvert de f(ω).
Par conséquent,

A = (f |ω)−1f(A)

est un ouvert de ω, donc de E.

5.2. L’application πM × exp. Considérons un champ de vecteurs
X rabatteur et isochrone. Voici une première propriété de son applica-
tion exponentielle exp.

Proposition 5.2. L’application

πM × exp : h 7→ (πM(h), exp(h))

est un difféomophisme d’un voisinage ouvert Ξ de la section nulle de
TM sur un voisinage ouvert de la diagonale

∆M =
{
(x, x)|x ∈M

}
de M ×M .

Démonstration. L’application πM × exp est un difféomorphisme
local d’un voisinage de la section nulle de TM sur un voisinage de ∆M .
Pour voir cela, on montre que sa différentielle en 0x est non singulière,
quelque soit x ∈ M . Il suffit en fait de vérifier qu’elle est injective
puisque les dimensions de TM et de M ×M sont égales.

Supposons donc que H ∈ T0xTM et que (πM∗× exp∗)H = (0x,0x).
Appliquons la Proposition 6.3 : Hν ∈ TxM et H est tangent à t 7→ tHν

en t = 0. Donc

Hν =
d

dt
exp(tHν)t=0 = exp∗H = 0

Comme πM∗H = 0, la Proposition 6.2 montre alors que H = 0. Pour
conclure, on applique le Lemme 5.1 en notant que πM × exp est injectif
sur la section nulle.
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5.3. Voisinages normaux. Un voisinage ω d’un point a est dit
normal (par rapport à a) s’il existe un ouvert étoilé Ω de TaM(9) tel
que exp : Ω→ ω soit un difféomorphisme.

Proposition 5.3. Si ω est un voisinage normal par rapport à a,
alors tout point x ∈ ω est joint à a par exactement un arc de trajectoire
contenu dans ω.

Démonstration. Posons h = (exp|Ω)−1(x). Puisque Ω est étoilé,
l’arc de trajectoire exp([0, 1]h) est contenu dans ω où il joint a et x.
Il reste à vérifier l’unicité. Vu la Proposition 3.2, un arc de trajectoire
joignant a à x est de la forme exp([0, u]k). On peut supposer que uk /∈
Ω, sinon, uk = h et l’arc coïncide avec le précédent. Soit s ∈ [0, u] le
plus petit t tels que tk /∈ Ω. Comme b := exp(sk) ∈ ω, on a

sk = lim
t→s
t<s

tk = lim
t→s
t<s

(exp|Ω)−1(exp(tk)) = (exp|Ω)−1(b) ∈ Ω

C’est une contradiction.
On a vu, lors de la preuve de la Proposition 5.2, que la différentielle

de exp|TaM à l’origine est non singulière. Par conséquent, en vertu du
théorème de la fonction inverse, a admet une base de voisinages nor-
maux (par rapport à lui-même). En exploitant la Proposition 5.2 et
le caractère quadratique de l’équation différentielle générant les trajec-
toires de X, on obtient une propriété beaucoup plus forte.

Proposition 5.4. Tout point de M possède une base de voisinages
qui sont normaux par rapport à chacun de leurs points.

Démonstration. Fixons a0 ∈ M et une carte (U,ϕ) de M dont
le domaine contient a0. Nous supposons que ϕ(a0) = 0. Dans la carte,
l’expression locale du champ X est de la forme

(x, h) 7→ (x, h, h, F (x, h))

où F est homogène d’ordre de 2 en h. Par suite, ε0 étant choisi pour
que {x||x| ≤ ε0} ⊂ ϕ(U), il existe un nombre c tel que

sup
|x|≤ε0
h 6=0

|F (x, h)|
|h|2

= sup
|x|≤ε0
h=1

|F (x, h)| ≤ c

ou encore tel que

|x| ≤ ε0 =⇒ |F (x, h)| ≤ c|h|2

9Cela signifie ici que oa ∈ Ω et que [0, 1]h ⊂ Ω pour tout h ∈ Ω.
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Prenons ε1 ≤ inf{ε0, c
−1} et posons ω1 = {x||ϕ(x)| < ε1}. Vu la

Proposition 5.2, on peut trouver un ouvert Ξ de TM , radial(10) et tel
que πM × exp soit un difféomorphisme de Ξ sur un ouvert de ω1 × ω1.

Nous allons vérifier que, pour tout nombre positif ε < ε1 tel que
ω × ω ⊂ (πM × exp)(Ξ)

où ω = {x ∈ ω1||ϕ(x)| < ε}, ce dernier est un voisinage normal par
rapport à chacun de ses points.

Notons Ξ′ l’ouvert (πM × exp)−1(ω × ω). Soient x, y ∈ ω. Il existe
h ∈ Ξ′ ∩ TxM tel que exp(h) = y et nous devons prouver que [0, 1]h ⊂
Ξ′. On sait déjà que exp([0, 1]h) ⊂ ω1. Il reste à s’assurer de ce que

∀t ∈ [0, 1] : |ϕ(exp(th))| < ε

Posons xt = ϕ(exp(th)). Il vient

1

2
(|xt|2)¨ = |ẋt|2 +

m∑
i=1

xi
tF

i(xt, ẋt)

≥ |ẋt|2 − |xt||F (xt, ẋt)|
≥ (1− ε1c)|ẋt|2 ≥ 0

La fonction t ∈ [0, 1] 7→ |xt|2 ∈ IR est donc convexe. Par conséquent
sup

t∈[0,1]

|xt| ≤ inf{|ϕ(x)|, |ϕ(y)|} < ε

5.4. Existence de recouvrements simples. Un recouvrement
(ouvert) {Ui, i ∈ I} de M est simple si les intersections finies non vides⋂

i∈J Uj sont contractiles.

Proposition 5.5. Pour tout recouvrement ouvert U de M , il existe
un atlas de M , dénombrable et dont les domaines des cartes constituent
un recouvrement simple subordonné à U .

Démonstration. Observons qu’un voisinage normal ω par rap-
port à un point a est contractile puisqu’il est homéomorphe à un ouvert
étoilé Ω de TaM . C’est aussi le domaine d’une carte de M , à savoir

(ω, (exp|Ω)−1)

Il est clair également qu’une intersection non vide de voisinages qui
sont normaux par rapport à chacun de leur points est également un
voisinage normal par rapport à chacun de ses points.

En application de la proposition précédente, pour tout point a ∈M ,
il existe un élément U de U contenant a et un voisinage ωa de a qui est

10Pour simplifier le vocabulaire, nous dirons qu’un ouvert de TM est radial si
ses intersections avec les espaces tangents sont radiales.
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normal par rapport à chacun de ses point et tel que ωa ⊂ U . D’après
la propriété de Lindelöf, on peut extraire du recouvrement de M par
les ωa un recouvrement dénombrable. Il répond à la question. Il reste
donc à s’assurer de l’existence d’un champ rabatteur isochrone de M .
C’est fait dans le lemme suivant.

Lemme 5.6. La variété M possède des champs rabatteurs isochrones.

Démonstration. Considérons un atlas dénombrable
{(Ui, ϕi), i ∈ IN}

de M dont les domaines des cartes consituent un recouvrement locale-
ment fini, et une partition de l’unité localement finie αi subordonnée à
ce recouvrement (au sens où supp αi ⊂ Ui).

Pour chaque i, on peut construire un champ rabatteur isochrone
Hi sur π−1

M (Ui), par exemple le champ dont l’expression locale dans la
carte (Ui, ϕi) est

(x, h) 7→ (x, h, h, 0)

Notant un peu abusivement αiHi le champ valant précisément αi◦πMHi

sur π−1
M (Ui) prolongé par 0 hors de cet ouvert, on obtient alors un champ

rabatteur isochrone X en posant

X =
∑

i

αiHi



CHAPITRE 3

Connexions linéaires

1. Introduction

Il y a plusieurs façons d’introduire la notion de connexion linéaire.
Par exemple, on peut soit utiliser les dérivations covariantes soit utiliser
des distributions particulières sur le fibré des repères linéaires ou encore
sur le fibré tangent.

Dans la perspective de ce texte, le plus simple est sans doute d’adop-
ter l’approche par les distributions sur le fibré tangent. C’est probable-
ment par ce biais que la relation très étroite qui lie les notions d’équa-
tion du second ordre isochrone et de connexion linéaire est le plus
facilement mise en évidence. Cette approche rend également très natu-
relles les notions de courbure et de transport parallèle dont elle facilite
l’étude.

2. Distributions verticale et horizontales

Ces distributions sont définies sur le fibré tangent. Elles sont sup-
plémentaires en ce sens que leurs valeurs en tout point h sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires de ThTM .

La distribution verticale est canonique. Par contre, il n’y a pas de
distribution horizontale canonique.

2.1. La distribution verticale. La distribution verticale de TM
est la distribution

V : h 7→ kerπM∗h

Les éléments de Vh sont appelés vecteurs verticaux. Ce sont les vecteurs
tangents d’expression locale (x, h, 0, l), où (x, h) est la forme locale de
h. En particulier,

Lemme 2.1. La distribution verticale est stable par homothéties :

θTM
s∗ Vh ⊂ Vsh

pour tout s ∈ IR et tout h ∈ TM .

Un champ de vecteurs sur TM est dit vertical si ses valeurs sont
des vecteurs verticaux.

27
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La distribution verticale est de classe C∞. Elle est involutive et ses
variétés intégrales maximales sont les espaces tangents TxM .

Relèvements verticaux. Tout u ∈ TxM se relève en un vecteur ver-
tical uv

h en chaque point h de TxM

uv
h =

d

dt
(h + tu)|t=0

Si (x, h) et (x, u) sont les expressions locales de h et de u, celle de uv
h

est (x, h, 0, u). On retrouve facilement u à partir de uv
h car

(uv
h)ν(f) = uv

h.df =
d

dt
(h.f + tu.f)|t=0 = u.f

Toute application ς : TM → TM vérifiant πM ◦ ς = πM , permet de
construire un champ de vecteurs vertical

ςv : h 7→ ς(h)v
h

En coordonnées locales, avec des notations évidentes,

ςv : (x, h) 7→ (x, h, 0, ς(x, h))

Lorsqu’on prend X ∈ Vect(M) et qu’on pose ς = X ◦ πM , cette
construction donne le relèvement vertical Xv ∈ Vect(TM) de X sur
TM . Un autre cas intéressant est celui où ς est un champ d’endo-
morphismes A de M(1). Un calcul élémentaire permet de vérifier la
proposition suivante.

Proposition 2.2. Pour tous champs de vecteurs X, Y de M et
tous champs d’endomorphismes A,B, on a

[Xv, Y v] = 0, [Av, Xv] = −(AX)v, [Av, Bv] = −[A,B]v

2.2. Distributions horizontales. Une distribution horizontale sur
TM est une distribution H de classe C∞ qui fournit un supplémentaire
de Vh en tout h ∈ TM :

(18) ThTM = Vh ⊕Hh

Cette décomposition est caractérisée par deux projecteurs : le projecteur
vertical pv

h dont l’image est Vh et le noyau vaut Hh, et le projecteur
horizontal ph

h = 1 − pv
h. Le fait que H soit de classe C∞ équivaut au

1C’est un champ de tenseurs de type
(
1
1

)
. Il associe donc à chaque x ∈ M une

application linéaire Ax de TxM dans lui-même.
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fait que pv et ph sont des champs d’endomorphismes de classe C∞ de
TM(2). En coordonnées, ils prennent la forme{

pv : (x, h, k, l) 7→ (x, h, 0, l + Γ(x, h)k)
ph : (x, h, k, l) 7→ (x, h, k,−Γ(x, h)k)

où Γ est de classe C∞ en x et h et à valeurs dans gl(m, IR).

Relèvements horizontaux. Comme la distribution verticale, une dis-
tribution horizontale donne lieu à divers relèvements. Ainsi, toute ap-
plication ς : TM → TM vérifiant πM ◦ ς = πM permet de construire un
champ de vecteurs horizontal(3) ςh tel que πM∗ ◦ ςh = ς ◦ πM . En effet,
pour tout h ∈ TxM , la restriction de πM∗ à Hh étant une bijection
linéaire sur TxM , il existe un seul ςhh ∈ Hh se projetant sur ς(h). En
coordonnées locales on a

ςh : (x, h) 7→ (x, h, ς(x, h),−Γ(x, h)ς(x, h))

Avec ς = X ◦ πM , où X ∈ Vect(M), cette construction donne le
relèvement horizontalXh ∈ Vect(TM) deX sur TM . Les champsXh et
X sont πM -liés mais, à la différence du relèvement complet X 7→ Xc(4),
le relèvement horizontal n’est généralement pas un homomorphisme
d’algèbres de Lie de Vect(M) dans Vect(TM). Nous reviendrons bientôt
sur cette question.

Equation d’ordre deux associée et torsion. En prenant pour ς l’iden-
tité de TM dans lui-même, nous obtenons le seul champ horizontal ςh
de TM qui soit rabatteur. Nous le noterons XH. En coordonnées lo-
cales, il est de la forme

XH
(x,h) =

∑
u

hu∂u −
∑
u,v

Γu
v(x, h)h

v∂u

Ainsi, à chaque distribution horizontale de TM est associée canonique-
ment une équation différentielle d’ordre deux qui a la particularité de
s’annuler le long de la section nulle de TM . Nous la noterons FH. Elle
ne détermine pas entièrement la distribution car elle fournit les valeurs
de Γ(x, h)k uniquement lorsque k = h. Afin d’appropfondir la ques-
tion, observons que pour tous X, Y ∈ Vect(M), le champ de vecteurs

2C’est facile à voir mais le lecteur s’exercera utilement en le vérifiant en détail.
De même, il se convaincra que les expressions locales des projecteurs sont bien de
la forme spécifiée plus loin.

3C’est-à-dire dont les valeurs appartiennent à la distribution horizontale.
4Pour rappel, le flot de Xc est la différentielle de celui de X.
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[Xh, Y v] − [Y h, Xv] − [X, Y ]v de TM est vertical car Xh et Y v sont
respectivement πM -liés à X et à 0. Pour tout h ∈ TM ,

TH(X, Y )(h) = ([Xh, Y v]h − [Y h, Xv]h − [X, Y ]vh)ν

est donc un vecteur tangent à M en x = πM(h). De plus, vu que

(fX)h = (f ◦ πM)Xh

il est facile de voir que

TH(fX, Y )(h) = TH(X, fY )(h) = fTH(X, Y )(h)

pour tout f ∈ C∞(M, IR). Par conséquent, TH(X, Y )(h) ne dépend en
fait que des valeurs de X et Y au point x. Autrement dit, pour un h
donné, TH(X, Y )(h) est la valeur en Xx, Yx d’une application bilinéaire
antisymétrique de TxM×TxM dans TxM(5). Tout ceci est confirmé par
l’expression locale de TH. On vérifie facilement que celle-ci s’écrit

(19) TH(X, Y )(h) =
∑
u,v,w

(∂vΓ
w
u − ∂uΓ

w
v )XuY v∂w

On appelle TH la torsion de la distribution horizontale H.

Proposition 2.3. Toute équation différentielle d’ordre deux F de
M qui s’annule le long de la section nulle de TM est associée à une et
une seule distribution horizontale H de TM de torsion nulle.

Démonstration. Dans une carte quelconque (U,ϕ) de M , l’ex-
pression locale de F est de la forme

F (x, h) =
∑
uv

huhv∂uv +
∑

u

fu(x, h)∂u

Comme F est nul sur la section nulle de TM , pour tout h ∈ IRm, la
fonction

t 7→ 1

t
f(x, th)

est de classe C∞ dans IR. Par conséquent,

A(x, h) =

∫ 1

0

f(x, th)
dt

t

est de classe C∞ dans ϕ(U)× IRm. De plus∑
u

hu∂uA =

∫ 1

0

hu∂uf(x, th)dt =

∫ 1

0

d

dt
f(x, th)dt = f(x, h)

5On dit aussi un tenseur de type
(
1
2

)
, antisymétrique.



2. DISTRIBUTIONS VERTICALE ET HORIZONTALES 31

Ceci montre que, dans TU , l’équation F est associée à la distribution
horizontale définie par le projecteur horizontal

(x, h, k, l) 7→ (x, h, k,
∑

u

∂uA(x, h)ku)

dont la torsion est évidemment nulle.
Avant de conclure à l’existence globale d’une distribution de tor-

sion nulle à laquelle F soit associé, vérifions l’unicité a priori d’une
telle distribution. Soient des distributions définies par des projecteurs
horizontaux ph

i , i = 1, 2 auxquelles F soit associé. Dans une carte
arbitraire de M , la différence γ = Γ2 − Γ1 vérifie∑

u

γu(x, h)h
u = 0 et ∂uγv = ∂vγu

De là,

(
∑

u

hu∂u)γv + γv =
∑

u

hu∂vγu + γv = ∂v(
∑

u

γuh
u) = 0

Par conséquent, γ = 0 car les valeurs propres de l’application∑
u

hu∂u : C∞(IRm, IR)→ C∞(IRm, IR)

sont les entiers positifs ou nuls. D’où l’unicité.
La preuve de l’existence de la distribution horizontale cherchée

est à présent immédiate : vu l’unicité, les distributions horizontales
construites en début de démonstration au-dessus de chaque domaine
de carte U de M doivent coïncider au-dessus des intersections de ceux-
ci. D’où la conclusion.

Intégrabilité et courbure. D’après le théorème de Frobenius, comme
une distribution horizontaleH est de rang constant, elle est intégrable si
et seulement si elle est involutive. Nous allons examiner cette condition
de plus près. D’abord un lemme.

Lemme 2.4. Soit un ouvert U de M en tout point x duquel des
champs de vecteurs X1, ..., Xp ∈ Vect(U) engendrent TxM . Les champs
Xh

1 , ..., X
h
p engendrent Hh en tout h ∈ TU .

Démonstration. Soit H ∈ Hh, où h ∈ TU . Il existe des nombres
ci tels que

πM∗H =

p∑
i=1

ciXi(x)

où x = πM(h). Les vecteurs horizontaux H et
∑

i ciX
h
i (h) ont même

projection. Ils sont donc égaux. D’où le lemme.
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Il est donc intéressant de regarder de plus près les crochets de Lie
des relèvement horizontaux des champs de vecteurs. Soient X, Y ∈
Vect(M)(6). Le champ [X, Y ]h − [Xh, Y h] est vertical puisque Xh et
Y h sont respectivement πM -liés à X et Y . Pour tout h ∈ TM ,

RH(X, Y )(h) = ([X, Y ]hh − [Xh, Y h]h)ν

est donc un vecteur tangent à M en x = πM(h). En procédant comme
plus haut avec la torsion, on voit que, pour un h donné, RH(X, Y )(h)
est la valeur en Xx, Yx d’une application bilinéaire antisymétrique de
TxM × TxM dans TxM . L’expression locale de RH s’écrit d’ailleurs

(20)
∑
u,v,w

(∂uΓ
w
v − ∂vΓ

w
u −

∑
r

(Γr
u∂rΓ

w
v − Γr

v∂rΓu))X
uY v∂w

comme on le voit avec un peu de calcul. On appelle RH la courbure de
la distribution horizontale H.

Proposition 2.5. Une distribution horizontale est involutive si et
seulement si sa courbure est nulle.

Démonstration. Si la distribution est involutive, alors pour tous
X, Y ∈ Vect(M), [X, Y ]h − [Xh, Y h] est à la fois horizontal et vertical.
Par conséquent, il est nul, de même que la courbure de la distribution.
Réciproquement, si la courbure est nulle, alors, pour tout ouvert U de
M et tous X, Y ∈ Vect(U), le champ vertical [X, Y ]h − [Xh, Y h] est
nul, vu la Proposition 6.2. Par conséquent [Xh, Y h] est horizontal. La
distribution horizontale est donc involutive, vu le Lemme 2.4.

3. Connexions linéaires

Une connexion linéaire de M est une distribution horizontale H
stable par homothéties, c’est-à-dire telle que

θTM
s∗ Hh ⊂ Hsh

pour tout s ∈ IR et tout h ∈ TM . En coordonnées locales, cette condi-
tion stipule que les applications h 7→ Γ(x, h) commutent avec la multi-
plication par tout nombre réel s. Elle signifie donc que ces applications
sont linéaires. Il existe ainsi des fonctions Γw

uv de x telles que

Γ(x, h)k =
∑
u,v,w

Γw
uv(x)h

vku

Ce sont les symboles de Christoffel de la connexion linéaire. Examinons
les premières conséquences de cette linéarité(7).

6Tout ce qui suit vaut pour des champs de vecteurs locaux à condition de se
restreindre à un ouvert U de M dans lequel ils sont définis.

7Dans ce qui suit, H désigne une connexion linéaire.
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Le tenseur de courbure. La fonction h 7→ RH(Y, Y )(h) est linéaire.
Par conséquent, RH est un champ de tenseurs de type

(
1
3

)
de M . C’est

le tenseur de courbure de la connexion H. En coordonnées locales, ses
composantes sont les fonctions (cf. (20))

(21) Rt
uvw = ∂uΓ

t
vw − ∂vΓ

t
uw +

∑
s

(Γt
usΓ

s
vw − Γt

vsΓ
s
uw)

Le champ géodésique. Le champ rabatteur XH est isochrone. En
effet, puisque H est stable par homothéties, sθTM

s∗ XH
h est horizontal.

Comme il se projette sur sh, il coïncide nécessairement avec XH
sh. On

appelle alors XH le champ géodésique de H. Ses trajectoires en sont les
géodésiques. En coordonnées locales, ce sont les solutions du système
d’équations

(22) ẍw +
∑
u,v

Γw
uvẋ

uẋv = 0

Le tenseur de torsion. Comme on le voit sur cette équation, le
champ XH, ou de façon équivalente, l’équation FH, détermine la partie
symétrique

1

2
(Γw

uv + Γw
vu)

des symboles de Christoffel. Leur partie antisymétrique est donnée par
la torsion de la connexion. En effet, comme avec la courbure, celle-ci
définit un champ de tenseurs, de type

(
1
2

)
cette fois, car TH(X, Y )(h) ne

dépend pas de h mais seulement des valeurs de X et Y en x = πM(h).
C’est le tenseur de torsion de H. D’après (19), ses composantes valent

Tw
uv = Γw

uv − Γw
vu

Pour les connexions linéaires, l’analogue de la Proposition 2.3 s’énonce
donc comme suit.

Proposition 3.1. La correspondanceH 7→ FH établit une bijection
entre l’ensemble des connexions linéaires de torsion nulle de M et ses
équations d’ordre deux isochrones.

4. Le transport parallèle

Dans cette section, H désigne une connexion linéaire de M .
Une courbe (I, α) de TM est horizontale si elle est tangente à H,

c’est-à-dire si
∀t ∈ I, α̇(t) ∈ Hα(t)

On dit alors que α est un relèvement horizontal de la courbe (I, πM ◦α)
de M .
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Lemme 4.1. Soit une courbe (I, γ) de M , s ∈ I et h ∈ Tγ(s)M .
Il existe un et un seul relèvement horizontal (I, α) de (I, γ) tel que
α(s) = h.

Démonstration. La preuve de ce lemme suit une démarche assez
classique. Nous ne la détaillerons pas complètement.

En premier lieu, on vérifie que pour tout r0 ∈ I, il existe un inter-
valle J0 ⊂ I contenant r0 tel que, pour tout k ∈ Tγ(r)M , r ∈ J0, (J0, γ)
admet un unique relèvement horizontal passant par k en t = r. Cela
résulte directement des propriétés d’existence et d’unicité des solutions
des systèmes d’équations différentielles ordinaires linéaires(8). En effet,
en coordonnées locales, une courbe d’expression locale t 7→ (x(t), h(t))
de TM est un relèvement horizontal d’une courbe d’expression locale
t 7→ x(t) si et seulement si

(23) ḣw(t) +
∑
u,v

Γw
uv(x(t))ẋ

u(t)hv(t) = 0

pour w ∈ {1, ...,m}.
Cela acquis, on vérifie que des relèvements horizontaux qui coïn-

cident en un point de l’intersection de leurs intervalles de définition
coïncident dans cette intersection. De ce fait, ils se prolongent mutuel-
lement dans l’union de ces intervalles. Ceci permet d’établir l’existence
et l’unicité d’un relèvement horizontal maximal (J, α) passant par h en
t = s.

Il reste à voir que J = I. On procède par l’absurde. Par exemple,
si r0 = sup J ∈ I, alors il existe un intervalle J0 ⊂ I contenant r0
ayant les propriétés indiquées en début de preuve. Soit r ∈ J ∩ J0.
Le relèvement de (J0, γ) qui passe par α(r) en t = r prolonge α dans
J ∪ J0. D’où une contradictiton.

Proposition 4.2. Soit

t 7→ τt,s(h)

le relèvement horizontal d’une courbe (I, γ) de M , passant par h ∈
Tγ(s)M en t = s. Pour tout t, s ∈ I,

(24) τt,s : Tγ(s)M → Tγ(t)M

est une bijection linéaire et

τt,s ◦ τs,r = τt,r

8La linéarité est importante. Elle permet d’avoir le même intervalle J0 pour
chaque r, ce qui ne serait pas le cas en général.
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pour tous r, s, t ∈ I. De plus, τt,s est de classe C∞ en (t, s) dans I×I en
ce sens que les expressions locales des applications linéaires (27) sont
des matrices de classe C∞ en (t, s).

Démonstration. On a
τt,s ◦ τs,r = τt,r

pour tous r, s, t ∈ I. En effet, pour tout k ∈ Tγ(r)M ,
t 7→ τt,s(τs,r(k))

est un relèvement horizontal de (I, γ) qui passe par τs,r(k) en t = s.
C’est donc nécessairement l’application t 7→ τt,r(k).

En particulier, puisque τt,t est l’identité pour tout t, les τt,s sont des
bijections et

τ−1
t,s = τs,t

Soient alors t0, s0 ∈ I tels que, par exemple, t0 ≤ s0. Pour vérifier que
τt,s est de classe C∞ au voisinage de (t0, s0) et qu’il est linéaire, nous
allons choisir r0 = t0 ≤ r1 ≤ · · · ≤ rp = s0 de telle sorte que chaque
γ([ri, ri+1]), i = 0, ..., p − 1, soit contenu dans le domaine d’une carte
de M .

Pour s ∈ Ii = [ri, ri+1] et h ∈ Tγ(s)M , l’expression locale dans
la carte correspondante de t ∈ Ii 7→ τt,s(h) est solution d’un système
d’équations différentielles linéaires analogues à (23). Le fait que τt,s soit
linéaire et différentiable en (t, s) dans Ii× Ii résulte alors aisément des
propriétés des solutions d’un tel système. Pour t ∈ I0 et s ∈ Ip−1, la
décomposition

τt,s = τt,r0 ◦ τr0,r1 ◦ · · · ◦ τrp−2,rp−1 ◦ τrp−1,s

permet alors de conclure.
Par définition, l’application linéaire τt,s de la Proposition 4.2 est le

transport parallèle le long de (I, γ) de γ(s) à γ(t).

Proposition 4.3. Soient X ∈ Vect(M) et x ∈M . Notons (Ix, t 7→
ϕt(x)) la courbe intégrale maximale X passant par x en t = 0. Pour
tout h ∈ TxM , la courbe intégrale maximale de Xh passant par h en
t = 0 est le relèvement horizontal (Ix, t 7→ τt(h)) de (Ix, ϕ(x)). En
particulier, le transport parallèle le long de (Ix, ϕ(x)) de ϕs(x) à ϕt(x)
est τt−s.

Démonstration. Comme les champs Xh et X sont πM -liés, l’in-
tervalle de définition J de la courbe intégrale maximale de Xh passant
par h en t = 0 est inclus à Ix. D’un autre côté, pour tout t ∈ Ix,

πM∗
d

dt
τt(h) =

d

dt
ϕt(x) = XπM (τt(h))
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Comme en outre, dτt(h)/dt est horizontal, il coïncide avec Xh(τt(h)).
Par conséquent, J = Ix et (Ix, τ(h)) est bien la courbe intégrale maxi-
male de Xh passant par h en t = 0. En particulier, τt est le transport
parallèle le long de (Ix, ϕ(x)) de x = ϕ0(x) à ϕt(x). Le transport pa-
rallèle de ϕs(x) à ϕt(x) est alors

τt ◦ τ−1
s = τt−s

vu la Proposition 4.2. D’où la proposition.
Les géodésiques de M sont les courbes (I, γ) pour lesquelles (I, γ̇)

est horizontal. On dit encore qu’elles sont les courbes auto-parallèles de
M puisque leur vecteur tangent se transporte parallèlement à lui-même
tout le long de la courbe.

5. Dérivation covariante

Une dérivation covariante de M est une application bilinéaire
∇ : Vect(M)× Vect(M)→ Vect(M)

telle que {
∇fXY = f∇XY
∇X(fY ) = (X.f)Y + f∇XY

pour tous X, Y ∈ Vect(M) et tout f ∈ C∞(M, IR).
Soit une connexion linéaire H de M . Pour tous X, Y ∈ Vect(M), le

champs de vecteurs [Xh, Y v] de TM est vertical (Xh et Y v sont πM -liés
à X et à 0). Dailleurs son expression locale est

[Xh, Y v] =
∑

w

(
∑

u

Xu∂uY
w +

∑
u,v

Γw
uvX

uY v)∂w

Ceci permet de voir facilement que l’application
∇H : (X, Y ) ∈ Vect(M)× Vect(M) 7→ [Xh, Y v]ν ∈ Vect(M)

est une dérivation covariante de M .

Proposition 5.1. La correspondance H 7→ ∇H est une bijection
entre l’ensemble des connexions linéaires de M et celui de ses dériva-
tions covariantes.

Démonstration. Il est clair que cette correspondance est injec-
tive. Montrons qu’elle est surjective. Soit une dérivation covariante ∇
de M . D’après des lemmes établis plus bas, ∇ est une application lo-
cale et dans toute carte (U,ϕ) de M , les composantes de son expression
locale sont de la forme

(∇XY )w =
∑

u

Xu∂Y w +
∑
u,v

Aw
uvX

uY v
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où les fonctions Aw
uv sont de classe C∞ dans ϕ(U). Il existe donc une

connexion linéaire HU au-dessus de U telle que ∇|U = ∇HU . Vu l’injec-
tivité de la correpondance étudiée, les HU se prolongent mutuellement
pour définir une connexion linéaire H telle que ∇ = ∇H.

La torsion et la courbure d’une connexion linéaire H s’expriment
facilement à l’aide de la seule dérivation covariante associée ∇H. On a
en effet

TH(X, Y ) = ∇HXY −∇HY X − [X, Y ]

RH(X,Y )(Z) = ∇HX∇HY Z −∇HY∇HXZ −∇H[X,Y ]Z

pour tous X, Y, Z ∈ Vect(M). Cela résulte facilement des définitions
de TH et RH et de la Proposition 2.2.

La notion de dérivation covariante est parfois étudiée sans référence
à la connexion linéaire à laquelle elle est associée(9). Les champs de
tenseurs définis par les formules ci-dessus s’appellent alors la torsion et
la courbure de la dérivation covariante.

Corollaire 5.2. L’ensemble des équations d’ordre deux isochrones
de M est canoniquement en correspondance biunivoque avec l’ensemble
de ses dérivations covariantes de torsion nulle. En particulier, c’est un
espace affine modelé sur l’espace des champs de tenseurs de type

(
1
2

)
de

M qui sont symétriques en leurs composantes covariantes.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des Proposi-
tion 3.1 et 5.1.

Proposition 5.3. Soient ϕ le flot de X ∈ Vect(M) et τ celui de
Xh. Pour tout Y ∈ Vect(M) et tout x ∈M , on a

(∇XY )x =
d

dt
τ−t(Yϕt(x))|t=0

Démonstration. On a en effet

[Xh, Y v]νh.f =
d

dt
(τ−t∗(Y

v
τt(h)).df)|t=0

pour tout h ∈ TxM . Mais

τ−t∗(Y
v
τt(h)).df =

d

ds
df(τ−t(τt(h) + sYϕt(x))|s=0

=
d

ds
df(h + sτ−t(Yϕt(x)))|s=0

= τ−t(Yϕt(x)).f

9Il arrive que les termes connexion linéaire et dérivation covariante soient consi-
dérés comme synonymes.
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pour tout f ∈ C∞(M, IR). D’où la formule annoncée.

Localité et expression locale des dérivations covariantes. Vue comme
application bilinéaire, une dérivation covariante est locale(10). Cela si-
gnifie que si X = X ′ dans un ouvert U , ou si Y = Y ′ dans U , alors
∇XY = ∇X′Y , ou ∇XY = ∇XY

′, dans U(11). Cela permet de définir
une dérivation covariante de U , la restriction ∇|U de ∇ à U , comme
suit. Soient X, Y ∈ Vect(U). On définit (∇|U)XY point par point. Pour
x ∈ U , on choisit dans V (M) des champs de vecteurs X ′ et Y ′ qui
coïncident respectivement avec X et Y dans un voisinage de x inclus
à U . On pose alors

((∇|U)XY )(x) = (∇X′Y ′)(x)

La localité de ∇ permet de vérifier que le membre de droite de cette
égalité ne dépend que de X, Y et de x et non des prolongements X ′ et
Y ′ choisis. De plus, on voit facilement que ∇|U est bien une dérivation
covariante.

Lemme 5.4. Les dérivations covariantes sont locales.

Démonstration. Supposons que Y ∈ Vect(M) s’annule dans un
ouvert U de M . Soient x ∈ U et une fonction α de classe C∞ dans M
tout entier, à support dans U et égale à 1 en x. On a (1 − α)Y = Y .
Par conséquent,

(∇XY )(x) = (X.(1− α))(x)Y (x)︸ ︷︷ ︸
=0

+ (1− α(x))︸ ︷︷ ︸
=0

(∇XY )(x) = 0

On procède de façon semblable pour montrer que ∇XY est nul dans U
si X l’est. D’où le lemme.

Lemme 5.5. Soit une carte (U,ϕ) de M . Il existe des fonctions Aw
uv

de classe C∞ dans ϕ(U) telles que si les expressions locales de X et Y
sont

X =
∑

u

Xu∂u, et Y =
∑

u

Y u∂u

alors celle de ∇XY est

∇XY =
∑

w

(
∑

u

Xu∂Y w +
∑
u,v

Aw
uvX

uY v)∂w

10C’est démontré quelques lignes plus bas.
11Par bilinéarité, quitte à remplacer X par X −X ′ ou Y par Y − Y ′ selon les

cas, cela revient à supposer que si un argument de ∇ est nul dans U , ∇ l’est aussi.
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Démonstration. Cela résulte immédiatement des propriétés des
dérivations covariantes et de

(∇XY )|U = (∇|U)(X|U)(Y |U)

La fonction Aw
uv est la composante selon ∂w de ∇∂u∂v.

Puisque les Aw
uv sont les symboles de Christoffel de la connexion

linéaire à laquelle ∇ est associé, nous les appellerons aussi les symboles
de Christoffel de ∇.

5.1. La dérivation covariante de Levi-Civita. Considérons une
structure riemannienne g sur la variété M(12). Soit aussi une dérivation
covariante ∇ de M . Par définition, la dérivée covariante ∇Xg de g est
donnée par

(25) (∇Xg)(Y, Z) = X.g(Y, Z)− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ)

pour tout X, Y, Z ∈ Vect(M). Autrement dit, en convenant de poser
∇Xf = X.f pour tout f ∈ C∞(M, IR), on prolonge ∇X aux champ de
tenseurs de M par une dérivation de l’algèbre des tenseurs.

Proposition 5.6. Pour tout X ∈ Vect(M), ∇Xg est un champ de
tenseurs symmétriques de type

(
0
2

)
de M . Dans toute carte de M , ses

composantes sont∑
w

Xw(∂wguv −
∑

t

(gutΓ
t
wv + gvtΓ

t
wu))

où guv sont celles de g.

Démonstration. Cela se voit immédiatement en développant le
membre de droite de (25). On note ∇g l’application X 7→ ∇Xg(13).

Proposition 5.7. Pour toute structure riemannienne g de M , il
existe une unique dérivation covariante ∇ dont la torsion soit nulle et
pour laquelle ∇g = 0.

Démonstration. En coordonnées locales, nous devons montrer
l’existence et l’unicité de fonction Γw

uv dépendant symétriquement de u
et v et vérifiant les équations∑

t

(gutΓ
t
wv + gvtΓ

t
wu) = ∂wguv

12Pour rappel, c’est un champ de tenseurs symétriques de type
(
0
2

)
dont la

restriction à chaque espace tangent est un produit scalaire de cet espace.
13En fait, on peut même définir ∇hg pour tout h ∈ TM. Cela se voit sur les

composantes de ∇Xg. Le résultat est un champ de tenseurs de type
(
0
3

)
.
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(u, v, w ∈ {1, ...,m}). En permutant circulairement les indices u, v, w,
et en additionnant membres à membres les trois relations obtenues, il
vient, compte tenu de la symétrie des Γ en les indices inférieurs,∑

t

(gutΓ
t
vw + gvtΓ

t
wu + gwtΓ

t
uv) =

1

2
(∂wguv + ∂ugvw + ∂vgwu)

D’où

(26)
∑

t

gwtΓ
t
uv =

1

2
(∂ugvw + ∂vguw − ∂wguv)

Comme le déterminant de la matrice (gij) des composantes de g est
non nul, l’existence et l’unicité des Γ est donc assurée.

Ainsi, pour tout domaine U de carte de M , il existe une seule déri-
vation covariante ∇U de U telle que ∇Ug|U = 0. Vu l’unicité, les ∇U se
recollent et donnent une dérivation covariante ∇ répondant à la ques-
tion. Et c’est la seule car toute dérivation covariante répondant à la
question doit localement coïncider avec les ∇U .

L’unique dérivation covariante ∇ de torsion nulle pour laquelle
∇g = 0 est la dérivation covariante de Levi-Civita de (M, g). Elle est
associée à une connexion linéaire de M que nous appellerons connexion
de Levi-Civita de (M, g).

Proposition 5.8. Soit

t 7→ τt,s

le transport parallèle le long d’une courbe (I, γ) de M , de γ(s) à γ(t),
relatif à la connexion de Levi-Civita de (M, g). Pour tout t, s ∈ I,

(27) τt,s : (Tγ(s)M, gγ(s))→ (Tγ(t)M, gγ(t))

est une isométrie.

Démonstration. Quitte à décomposer τt,s comme dans la preuve
de la Proposition 4.2, on on peut supposer que γ(I) est inclus au do-
maine d’une carte de M . Notant t → x(t) l’expression locale de (I, γ)
dans cette carte, nous sommes finalement ramenés à montrer que, pour
toutes solutions h1 et h2 des équations (23),

e : t 7→
∑
u,v

guv(x(t))h
u
1(t)h

v
2(t)
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est constant dans I. On a, en simplifiant de manière évidente les nota-
tions,

ė =
∑
u,v,w

∂wguvh
u
1h

v
2ẋ

w +
∑
u,v

guv(ḣ
u
1h

v
2 + hu

1 ḣ
v
2)

=
∑
u,v,w

(
∂wguv − guzΓ

z
vw − gvzΓ

z
uw

)
hu

1h
v
2ẋ

w

On en déduit aussitôt que ė = 0, à cause de l’expression (26) des
symboles de Christoffel. D’où le résultat.

5.2. Le cas des variétés plongées dans IRm. Supposons que M
soit une hypersurface plongée dans IRm+1(14). L’espace tangent en tout
point a deM s’identifie à un sous-espace vectoriel de IRm+1 et le produit
scalaire canonique de ce dernier induit un produit scalaire ga sur ce
sous-espace vectoriel. On obtient ainsi une structure riemannienne de
M que, traditionnellement, on appelle la première forme fondamentale
de l’hypersurface.

Si ψ : Ω → U est un paramétrage d’un ouvert U de M , alors
(U,ϕ = ψ−1) est une carte de M et, dans celle-ci, les composantes de
g sont les fonctions

guv = ∂uψ.∂vψ

où le point "." dénote le produit scalaire canonique de IRm+1. L’hy-
persurface est orientée dans U grâce à une normale unitaire N , par
exemple

N =
∂1ψ ∧ · · · ∧ ∂mψ

|∂1ψ ∧ · · · ∧ ∂mψ|
Rappelons que l’on a alors les équations de structure

∂uvψ =
∑

w

Γw
uv∂wψ +$uvN

où $ est la seconde forme fondamentale de M et où les Γ sont les
solutions des équations (26). Autrement dit, ce sont les symboles de
Christoffel de la dérivation covariante de Levi-Civita de (M, g).

Souvent, les géodésiques de l’hypersurface M sont définies comme
étant les courbes (I, γ) de M dont l’accélération γ̈ est normale à M . Si
γ(I) ⊂ U , alors γ = ψ ◦ ξ où ξ est une courbe de Ω. On a alors

γ̈ =
∑
uv

∂uvψξ̇
uξ̇v +

∑
u

ξ̈u∂uψ

14Ce qui suit s’adapte facilement aux variétés plongées de IRm de dimen-
sion quelconque. C’est pour simplifier les écritures que nous nous limitons aux
hypersurfaces.
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Les équations de structures montrent dès lors que (I, γ) est une géodé-
sique si et seulement si

ξ̈w +
∑
u,v

Γw
uv ξ̇

uξ̇v = 0

pour tout w (dans cette relation, les Γ sont calculés en ξ). En rappro-
chant ces équations de (22), on voit de la sorte que les géodésiques de
la connexion de Levi-Civita de (M, g) sont les courbes de M dont l’ac-
célération est partout normale à M . Autrement dit, la notion classique
de géodésique d’une hypersurface est un cas particulier de la notion de
géodésique d’une connexion linéaire.

Il est intéressant d’interpréter le transport parallèle de la connexion
de Levi-Civita.

Proposition 5.9. Une courbe (I,h) de IRm+1 telle que

h(t) ∈ Tγ(t)M

pour tout t ∈ I est un relèvement horizontal de la courbe (I, γ) de M
pour la connexion de Levi-Civita si et seulement si, pour tout t ∈ I,

ḣ(t) ∈ Tγ(t)M
⊥

Démonstration. Soient t0 ∈ I et un paramétrage ψ : Ω → U
d’un voisinage de γ(t0). Il existe un intervalle J ⊂ IR contenant t0 est
des courbes (J, ξ) de Ω et (J, h) de IRm telles que γ|J = ψ ◦ ξ et

h(t) =
∑

u

hu(t)∂uψ

pour tout t ∈ J (la dérivée partielle de ψ est calculée en ξ(t)). D’après
(23), (J,h) est horizontal si et seulement si (J, h) est solution des équa-
tions

ḣw +
∑
u,v

Γw
uv ξ̇

uhv = 0

(w = 1, 2, ...,m). Or, il résulte des équations de structure que

ḣ =
∑

w

ḣw∂wψ +
∑
u,v

hv ξ̇u∂uvψ

=
∑

w

ḣw∂wψ +
∑
u,v,w

Γw
uv ξ̇

uhv∂wψ +
∑
u,v

$uv ξ̇
uhvN

Par conséquent, (J, h) est horizontal si et seulement si

(28) ḣ = $(γ̇,h)Nγ

et la conclusion s’ensuit aisément.
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Notons que si l’hypersurface est globalement orientée par une nor-
male unitaire N , alors l’équation (28) du transport parallèle est valable
dans I tout entier. De même, l’équation des géodésiques s’écrit intrin-
sèquement sous la forme

γ̈ = $(γ̇, γ̇)Nγ

Une façon de paraphraser l’équation du transport parallèle (28) consiste
à dire que (I,h) est horizontal si la composante tangentielle de sa dé-
rivée est nulle. Avec cette équation, il est particulièrement facile de
vérifier dans le présent contexte que le transport parallèle est une iso-
métrie : si h,k sont deux relèvements horizontaux de (I, γ), alors

(h.k)̇ = ḣ.k + h.k̇ = $(γ̇,h)Nγ.k +$(γ̇,k)h.Nγ = 0

et le produit scalaire h.k est donc bien constant dans I.

5.3. Le cas des groupes de Lie. Nous avons vu, dans la sous-
section 4.2, que l’exponentielle des groupes de Lie est l’exponentielle
d’une équation d’ordre deux isochrone. Nous allons construire ici une
connexion linéaire dont c’est le champ géodésique et déterminer sa
dérivation covariante. Nous reprenons les notations de la section 4.

En vertu de la Proposition 4.1, la distribution verticale de TG est
donnée par

Vh = τ−1
{
(g, u, 0, w)|w ∈ g

}
où (g, u) = ψG(h). Nous définissons alors H en posant

Hh = τ−1
{
(g, u, v, 0)|v ∈ g

}
C’est un supplémentaire de Vh. De plus, la Proposition 4.2 montre que

θTG
s∗ Hh ⊂ Hsh

La distribution H est donc bien une connexion linéaire de G.

Proposition 5.10. Pour tout h ∈ TgG et tous v, w ∈ g, on a

τ(w∗vh ) = (g, u, 0, adg−1w)

et
τ(v∗hh ) = (g, u, v, 0)

où u = g−1h.

Démonstration. Pour la première égalité, notons que w∗vh est
tangent en t = 0 à la courbe t 7→ h + tgw de TG. Dès lors, vu (14),

τ(w∗vh ) = ψG×g
d

dt
(g, g−1(h + tgw))|t=0 = (g, u, 0, adg−1w)
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Pour la seconde, observons que τ−1(g, u, v, 0) est horizontal, par défi-
nition de H. De plus, par la Proposition 4.1,

ψG∗τ
−1(g, u, v, 0) = ψ−1

G (g, v) = v∗g

D’où la conclusion.

Proposition 5.11. Soient une courbe (I, γ) de G, s ∈ I et h ∈
Tγ(s)G. Pour tout t ∈ I, le transport parallèle de h le long de (I, γ) de
γ(s) à γ(t) est

τt,s(h) = γ(t)γ(s)−1h

En particulier, il ne dépend que des points a = γ(s) et b = γ(t) et non
de la courbe (I, γ) qui les relie.

Démonstration. En effet, si

α : t ∈ I 7→ γ(t)γ(s)−1h ∈ TG
alors, comme on le vérifie facilement,

τ(α̇) = (γ, γ(s)−1h, γ−1γ̇, 0)

ce qui montre que (I, α̇) est un relèvement horizontal de (I, γ). D’où le
résultat puisque α(s) = h.

Proposition 5.12. Pour tous u, v ∈ g, on a

∇Hu∗v∗ = 0

De plus, RH = 0 et

TH(h,k) = −g[g−1h, g−1k]

pour tous h,k ∈ TgG.

Démonstration. Pour calculer la dérivation covariante, on ap-
plique la Proposition 5.3, en tenant compte du fait que le transport
parallèle entre deux points d’une courbe ne dépend que des points et
non de la courbe : ϕt(g) désignant le flot de u∗ et τt(h) celui de son
relèvement horizontal, il vient ainsi

(∇Hu∗v∗)g =
d

dt
τ−t(v

∗
ϕt(g))|t=0 =

d

dt
gv|t=0 = 0

Soient h,k, l ∈ TgG. Posons u = g−1h, v = g−1k et w = g−1l. Le
vecteur tangent RH(h,k, l) est la valeur en g de

RH(u∗, v∗, w∗) = ∇Hu∗∇Hv∗w∗−∇Hv∗∇Hu∗w∗−∇H[u∗,v∗]w∗ = −∇H[u,v]∗w
∗ = 0

Avec les mêmes notations, il vient semblablement

TH(h,k) = −[u, v]∗g = −g[g−1h, g−1k]
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6. Connexions linéaires plates

Nous allons voir à quelle condition le transport parallèle entre deux
espaces tangents est indépendant de la courbe le long duquel il est
effectué, au moins localement.

De façon précise, nous dirons que le transport parallèle est locale-
ment indépendant de la courbe si tout point a ∈M possède un voisinage
ouvert ω ayant la propriété suivante. Pour tous x, y ∈ ω, le transport
parallèle de TxM à TyM le long d’une courbe (I, γ) dont l’image est
tout entière dans ω ne dépend que de x et de y.

6.1. Quelques propriétés des distributions involutives. Pour
étudier cette question, il est utile de rappeler quelques propriétés des
distributions involutives.

Notons M une distribution de classe C∞ de M , de dimension
constante p et involutive. D’après le théorème de Frobénius, la variété
M admet une structure de variété différentielle MM qui en fait une
sous-variété de M et dont les composantes connexes sont les feuilles de
M, c’est-à-dire ses variétés intégrales maximales. De plus, pour tout
a ∈ M , il existe une carte (U,ϕ) de M dont le domaine contient a et
telle que

a) pour tout x ∈ U ,

Mx =〉∂1(x), ..., ∂p(x)〈

b) pour tout b ∈ U ,{
x ∈ U |ϕp+1(x) = ϕp+1(b), ..., ϕm(x) = ϕm(b)

}
est une variété intégrale deM et un ouvert de MM.

Dans la suite, nous appellerons carte de Frobenius une telle carte. Nous
utiliserons aussi le résultat suivant, que nous acceptons sans démons-
tration.

Théorème 6.1. Soit f ∈ C∞(N,M), où N est une variété différen-
tielle. Si l’image f(N) de f est contenue dans une infinité dénombrable
de feuilles de M, alors f ∈ C∞(N,MM).

On dit qu’une courbe (I, γ) de M est tangente àM, si

γ̇(t) ∈Mγ(t)

pour tout t ∈ I.

Théorème 6.2. Si (I, γ) de M est tangente à M alors son image
γ(I) est contenue dans une feuille de M.
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Démonstration. Soit t0 ∈ I et une carte de Frobénius (U,ϕ)
dont le domaine contient a = γ(t0). Il existe un intervalle ouvert J ⊂ I
contenant t0 tel que γ(J) ⊂ U . Pour t ∈ J , puisque (I, γ) est tangent
àM, on a

γ̇p+1(t) = · · · = γ̇m(t) = 0

Par conséquent, les γi, p < i ≤ m, sont constants et γ(J) est contenu
dans la feuille de a. L’intervalle I a donc un recouvrement par des
intervalles dont les images par γ sont chacune contenue dans une feuille
de M. Puisque I est de Lindelöf, on peut extraire un recouvrement
dénombrable de ce recouvrement. Par conséquent, γ(I) est contenu
dans une union dénombrable de feuilles de M. L’application γ : I →
MM est donc de classe C∞ (Théorème 6.1). Comme I est connexe,
γ(I) est donc un connexe de MM. Il est dès lors contenu dans une
composante connexe de MM, c’est-à-dire une feuille deM.

6.2. Champs adaptés. Il est également utile d’introduire des
champs de vecteurs locaux particuliers. Etant donnés a ∈ M et un
voisinage normal ω de a, le champ de vecteur h∗ ∈ Vect(ω) adapté
à h ∈ TaM est le champ dont la valeur en x ∈ ω est le transport
parallèle τ1,0(h) de h en TxM le long de l’unique arc de géodésique
t ∈ [0, 1] 7→ exp(tk) joignant a à x dans ω.

En utilisant la Proposition 4.2, on voit facilement que h∗ est de
classe C∞ dans ω. Comme h 7→ h∗ est linéaire, pour tout x ∈ ω, il
existe une application linéaire Ax : TaM → TxM telle que

∀h ∈ TaM : h∗x = Axh

Les Ax dépendent différentiablement de x. De plus, τ1,0 étant une bi-
jection linéaire, les Ax sont également des bijections.

6.3. Une condition nécessaire... Voici un premier résultat concer-
nant l’indépendance locale du transport parallèle.

Proposition 6.3. Si le transport parallèle est localement indépen-
dant de la courbe alors la courbure RH est nulle.

Démonstration. Soit a ∈ M . Nous allons montrer que RHa = 0.
Nous utilisons les notations introduites ci-dessus à propos des champs
adaptés et nous désignons par (x1, ..., xm) des coordonnées locales dans
ω, par exemple celles d’une carte (ω, (exp|Ω)−1)(15).

Le transport parallèle étant localement indépendant de la courbe,
nous pouvons supposer que le relèvement horizontal passant par h ∈

15Voir le début de la démonstration de la Proposition 5.5.
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TaM d’une courbe (I, γ) de ω, telle que γ(0) = a et γ(1) = x, est donc
(I,h∗ ◦ γ). En utilisant le système (23), il vient(16)∑

u,v

∂uA
w
v ẋ

uhv +
∑
u,v,t

Γw
utẋ

uAt
vh

v = 0

Mais ẋu(1), h et x ∈ ω sont arbitraires. Par conséquent,

Γw
uv = −

∑
t

∂uA
w
t (A−1)t

v

En reportant ces valeurs dans l’expression (21) des composantes de RH,
on voit facilement qu’elles sont toutes nulles. En particulier, RHa = 0
comme annoncé.

Traditionnellement, une connexion de courbure nulle est dite plate.

6.4. ...qui est aussi suffisante ! La réciproque de la proposition
précédente est effectivement vraie. Nous allons l’obtenir comme corol-
laire d’un résultat plus précis.

Supposons que RH soit nul. La distribution horisontale H est alors
involutive et TM est partitionné par ses feuilles. Nous noterons Lh celle
qui contient h et πh la restriction de πM à Lh.

Théorème 6.4. Pour tout h ∈ TM , (Lh, πh) est un revêtement de
M .

Démonstration. L’application πh est un difféomorphisme local
car sa différentielle est bijective puisque, pour k ∈ Lh,

kerπh∗k = Vk ∩Hk = {0}
et dimLh = dimM .

L’application πh est également surjective. En effet, soient x = πM(h)
et y ∈ M . Puisque M est connexe(17), il existe une courbe (I, γ) de
M vérifiant γ(0) = x et γ(1) = y. Le relèvement horizontal (I, α) de
cette courbe passant par h en t = 0 est tout entier contenu dans Lh

(Théorème 6.2). Par conséquent, α(1) ∈ Lh et πh(α(1)) = y.
Il reste à montrer que tout point de M possède un voisinge ouvert

ω tel que πh soit un difféomorphisme de chaque composante connexe
de π−1

h ω sur ω. Soient x ∈ M et un voisinage normal ω de x. Nous
utilisons les notations de la section 6.2. Soit k ∈ TxM ∩ Lh. Par le
Théorème 6.2, l’image k∗(ω) du champ adapté à k dans ω est contenue
dans π−1

h ω. Par le Théorème 6.1, l’application y ∈ ω 7→ k∗(y) ∈ Lh est

16On confond A et son expression locale. Celles de h et γ sont notées h et
t 7→ x(t).

17Donc, connexe par arcs...
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donc de classe C∞. Puisque ω est connexe, k∗(ω) est un connexe de
π−1

h ω. de plus, il est clair que πh : k∗(ω)→ ω est injectif. Il résulte alors
du Lemme 5.1 que k∗(ω) est un ouvert de Lh et que πh : k∗(ω) → ω
est un difféomorphisme. Soient une composante connexe C de π−1

h ω,
h′ ∈ C et y = πM(h′). Il existe k ∈ TxM tel que k∗(y) = h′. Pour un
tel k, on a k∗(ω) ⊂ C. Or les k∗(ω), k ∈ TxM ∩ Lh, sont deux à deux
disjoints. Au total, ce sont donc les composantes connexes de π−1

h ω.
D’où le théorème.

Corollaire 6.5. Lorsque la courbure de H est nulle, le transport
parallèle est localement indépendant de la courbe. Il l’est globalement si
M est simplement connexe.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théorème pré-
cédent et des propriétés des revêtements.

6.5. Variétés parallélisables. La variété M est parallélisable s’il
existe des champs de vecteurs X1, ..., Xm, où m = dimM , qui en-
gendrent TxM en tout x ∈M . De tels champs forment alors une paral-
lélisation de M . Sur un groupe de Lie, les champs de vecteurs invariants
à gauche associés à une base de l’algèbre de Lie du groupe en forment
une parallélisation.

Supposons M parallélisable. Soient (X1, ..., Xm) et (ε1, ..., εm) une
de ses parallélisations et la base duale de celle-ci. Soit aussi x ∈ M .
Pour tout h ∈ TxM , h∗ ∈ VectM est défini par

y 7→ h∗(y) =
∑

i

〈h, εi(x)x〉Xi(y)

Remarquons que h étant fixé, les coefficients 〈h∗, εi〉 sont constants.
Donc, si h∗ et k∗ sont égaux en un point, alors h∗ = k∗. En outre, h∗

ne dépend pas de la trivialisation choisie pour le définir.

Théorème 6.6. Si M est parallélisable, alors il admet une unique
connexion liénaire de courbure nulle telle que pour toute courbe (I, γ)
de M et tous s, t ∈ I, le transport parallèle de h ∈ Tγ(s)M le long de γ
de γ(s) à γ(t) est

τt,sh = h∗(γ(t))

Il ne dépend donc pas de la courbe. En particulier, les géodésiques de
M sont les courbes intégrales des champs h∗.

Démonstration. Soit h ∈ TM . L’application x → h∗(x) est
de classe C∞ et injective de M dans TM . En utilisant une parallé-
lisation de M , on voit facilement que c’est une immersion. Dès lors,
Lh = h∗(M) est une sous-variété de dimension m de TM et πM est un
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difféomorphisme de Lh sur M . Il est clair que les Lh sont deux à deux
disjoints. De plus,

σTM
s Lh = LσTM

s h

pour tout s ∈ IR. La distribution
H : h 7→ ThLh

de TM est donc stable par σTM
s∗ . Elle est involutive, les Lh en étant les

variétés intégrales. On a
Hh ∩ Vh = ThLh ∩ kerπM∗h = 0

puisque πM est un difféomorphisme de Lh sur M . En conséquence, H
est une connexion linéaire plate de M .

Soient une courbe (I, γ) de M et s ∈ I. L’image du relèvement
horizontal (I, t 7→ h(t)) de (I, γ) passant par h ∈ Tγ(s)M en t = s est
tout entière dans Lh. Par conséquent,

τt,sh = h∗(γ(t))

L’unicité de la connexion cherchée est immédiate, de même que le cas
particulier.


